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Chapitre 1

Analyse matricielle

1.1 Espaces vectoriels

1.1.1 Les structures algébriques

1.1.1.1 Les lois de compositions internes

Définition 1.1: Soit E un ensemble non vide.

Une loi interne * (opération interne) est une application qui associe pour tout
couple (a,b) € E X E un élémentc € E telquea*b =c

Exemple 1.1

a+b

Soit la loi A définit sur Q par (a,b) — a A b = —
A estune loi interne car: Va,b € Q alors # EQ

Exemple 1.2

Soit la loi * définit sur N par (a,b) — a*xb=a —b

* n'est pas une loi interne car : (2; 5) n'admet pas d'imagecar2—-5=-3¢ N

1.1.1.1.1 Propriétés des opérations internes
Soit * une loiinterneet a, a’, b, c et e des éléments de E
1.SiVa,b €E :axb=>b*aondit que * est commutative.
2.SiVa,b,c €E:(ax*b)*c=ax(bx*c)onditque * est associative.
3. Laloi * admet sur 'ensemble E un élément neutreesi Va €EE : a*xe =
e * a.
4. On dit que a € E admet un élément symétriquea’ sia xa’' =a’ *xa = e.

Remarques 1.1



1. L’élément neutre est unique.
2. L'élément symétrique est aussi unique.

Exemple 1.3
Soit la loi interne * définit sur Z par (a,b) — a* b=a+ b — 2.
1. Laloi * est commutativecar Va,b €Z:a+b—-2=b+a—2 =a*x b=>b*
a.
2. Laloi * est associativecarVa, b, c€Z:(a* b)* c=(a+b—-2)+c—2=
a+b+c—2)—2=ax (bx* c).
3. Laloi * admet sur Z un élément neutree = 2car a* e = e *x a = Q.
4. Onaa*ad =e=> a+a' —2=2 > a =4—adoncVa€Z 3Ia € Z:ax
a =a *xa=e

Exercice d’application 1.1

Soit la loi interne A définit sur Q par (a,b) — a A b = %

Vérifier les propriétés de cette loi.

1.1.1.1.2 Distribution des lois internes

Définition 1.2 : Soit * et m deux lois internes sur E

On dit que la loi interne * est distributive a gauche (respectivement a droite) par
rapportalaloimsi Va,b,c EE:a*x(bmc)=(axb)m(ax*c)
respectivement (a ®m b) *c = (a * c)m(b * ¢).

On dit que la loi * est distributive par rapport a la loi m si elle est distributive a la
fois a droite et a gauche par rapport a laloi m.

Exemple 1.4

Soient les lois internes * et m définiespara*b=a+b—a Xb et amb=a+
b—-1
* et M sont commutatives et on a * est distributive par rapport a3 B car :
ax(bmc)=ax((b+c—1)
=a+b+c—-1)—ax(b+c-1)
=2a+b+c—ab—ac—1.........(I)
(axb)m(a*xc)=(a+b—ab)m(a+c—ac)
=a+b—ab+a+c—ac+1
=2a+b+c—ab—ac+1........(II
De (I) et (II) alors * est distributive par rapport 2 ®

1.1.1.2 Les structures algébriques
1.1.1.2.1 Structure de groupe



Définition 1.3 : On définit sur 'ensemble non vide G une loi interne *
On dit que (G,*) est un groupe si :

1. Laloi interne * est associative.

2. * admet dans G un élément neutre (Va € G : a * e = a)

3. Tout élément de G admet un élément symétrique.

Remarque 1.2

1. Si (G,*) est un groupe est * est commutative on dit que (G,*) est un groupe
commutatif (Abélien)

Exercice d’application 1.2

Lesquels de ces ceux qui suivent sont des groupes

N,H),(@Q+), N, x),(Z x),(Q %), avec + et X sont la somme et le produit
usuel.

1.1.1.2.2 L'ensemble et le groupe Z/nZ
Définition 1.4 : Soitn > 1.

Z/nZ est 'ensemble Z/nz ={0,1,2,...,n— 1} ou p désigne la classe d’équivalence
de p modulo n.
p=q < p—q(modn)=0

e On définit une addition sur Z/nZ par:p + q = p + q =p + q (mod n).
e On définit le produit sur Z/nZ par:p X ¢ = p X q =p X q (mod n).

Remarque 1.3

e L'opposédekest—k = —k = n— k.
e L'inverse de k vérifieque k x k™1 =1 <

Remarque 1.4

(Z/nZ, +) est un groupe commutatif.

Exercice d’application 1.3
Lesquels de ces ceux qui suivent sont des groupes

g s et Elyg , ¥)

Définition 1.5 : Soit (G,*) un groupe.
Une partie non vide H C G est un sous-groupede G si: 1. Vx,y €H = x*y €H
2.Vx€EH = x' €H



Exemple 1.5
Soit (Z, +) un groupe.
H = 67 est un sous-groupe de Z.
Ona6Z ={...;—12; —6; 0;6;12; ...}
1.Vx,y =>x+y€EH
Vx,y E6Z= 3k, k' € Z telsquex = 6k ety = 6k’
Doncx,y =6(k+ k') =6k" alorsx + y € Z.
2.Vx€H = x"€H
Vx€E€E6ZL= x=6k = x'= —x =6(—k) =6k" alorsx" € H
Donc H = 6Z est un sous-groupe de Z

1.1.1.2.3 Structure d’anneau
Définition 1.6 : Soit * et L deux lois internes sur A.
On dit que A est un anneau si :

1. (A,*) est un groupe commutatif.

2. Laloi L est associative.

3. Laloi L est distributive par rapport a *

Remarques 1.5

1. Side pluslaloi L est commutative on dit que (4,*, 1) est un anneau
commutatif

2. Side plus A posséde un élément neutre pour la loi L on dit que (4,*, L) est
un anneau unitaire

Exemple 1.6
(Z,+,%), (Q, +,X), (R, +,%X) et (C, +,X) sont des anneaux commutatifs.

1.1.1.2.4 Structure de corps
Définition 1.7 : Soit * et 1L deux lois internes sur K.
On dit que le triplet (IK,*, L) est un corps si:
1. (IK,*, L) est un anneau unitaire.
2.VxeK \{e;},3x' e K:x1l x'=x"1Lx=e,
Tout élément (sauf e1) admet un élément symétrique.

Remarque 1.6

Si de plus L est commutative on dit que (IK,*, 1) est un corps commutatif.



Exemple 1.7
(R, +, X) estun corps
1. (R, 4+, X) estun anneau
2.Vx€eER \{e; =0},3x" = 1/x ER:xXx'=x'Xx=1=¢,

Exercice d’application 1.3
Est-ce que (Q, +, X) estun corps ?
Est-ce que (Z/7Z ,+, X) estun corps ?

1.1.2 Les espaces vectoriels
1.1.2.1 Espace vectoriel
Définition 1.8 : Soit K un corps de scalaire.
Un K - espace vectoriel est un ensemble non vide E muni d'une loi de composition
interne (Addition) et une loi de composition externe (Produit), vérifiant les
propriétés suivantes :
1. I’addition est commutative Vu,v € E:u+v =v + u.
2. L'addition est associative Vu,v,w € E:u+ w+w)=@w+u)+w =
ut+v+w.
3. L'addition posséde un élément neutre 30 EE : VU EE : u+ 05 = u.
4. Tout vecteur posséde un élément inverse (opposé) pour 'addition Vu € E,
AJu E: u+ u =u+(—u) =05.
5. Le produit externe est associatif VA, u E K,u €E :A.(u.u) = A.u(uw).
6. Le produit externe posseéde un élément neutre, onlenote 1x : Vu € E :
u.lg =u.
7. Le produit externe est distributif par rapport a I'addition
1. VAeKuv €E :A.(u+v)=A.ut+A.v
2.VAu EKueE :(A+wu=A.u+u.u

Exemple 1.8

Si K est un corps des scalaires alors K est un espace vectoriel sur K lui-méme.

Exercice d’application 1.4

Vérifier les 8 axiomes qui font une droite D de R3 passant par l'origine et définie
{ax +by+cz=0

par

ex+ fy+gz=0"" R-espace vectoriel



1.1.2.2 Sous-espace vectoriel
Définition 1.9 : Soit E un K-espace vectoriel.

Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel si :

1. 0y €F.
2.u + v € Fpourtousu,v € F,

3. Au € Fpourtoutd € Kettoutu € F.

Exemple 1.9

@Q est un sous-espace vectoriel de R.

Exemple 1.10
L'ensemble F = {(x,y) € R*|x + y = 0} est un sous-espace vectoriel de R?.

Exercice d’application 1.5
1. Prouver que Q est un sous-espace vectoriel de R.
2. Prouver que F (I'ensemble de I'exemple 1.11) est un sous-espace vectoriel de

R2.

Remarque 1.7
Si E un K -espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E alors F est lui-méme
un K -espace vectoriel pour les lois induites par E.

1.1.2.1 Combinaison linéaire

Définition 1.10 : Soit n > 1 un entier et soient vy, Vy,..., ¥, N vecteurs dun
espace vectoriel E.

Tout vecteur de la formeu = Ajv; + A,v, + -+ A, v, oudy, Ay, ..., 4, sont
des éléments de KK est appelé combinaison linéaire des vecteurs v4,v,, ..., Up.
Les scalaires A4, 45, ..., 4, sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.

Remarque 1.8

Sin = 1,alorsu = A;v, et on dit que u est colinéaire a vy.

Exemple 1.11

9 . L 4
Le vecteur u = ( 1) est une combinaison linéaire des vecteurs v; = ( 1) et vy, =

1 q . . 8 -5 8 -5
(1) car il existe deux scalaires A; = 5 et A, = 5 tel que u = S U1 + <5 V2



1.1.2.2 Independence linéaire

Définition 1.171 : Une famille {v4, v5,..., U} de E est une famille libre ou
linéairement indépendante si la solution unique des scalaires dans I'équation
vy + -+ 4,1, = Oestlasolution trivial 4; = A, =+ =4, =
Mathématiquement : Lyv; +-+24,v, =0 Vie{l,..,p}: 1;=0.

Exemple 1.12

Soit la famille suivante ( ) ( } est une famille libre.

(e @) =0elg i Then=0an=0

1.1.2.3 Famille liée

Définition 1.13 : Soit E un KK -espace vectoriel.

Une famille F = {v,vy,...,v,} dep = 2 vecteurs de E est une famille liée si et
seulement si au moins un des vecteurs de F est combinaison linéaire des autres
vecteurs de F.

Exemple 1.13
Les polynémes Py (X) = 1 — XetP,(X) = 5 4+ 3X — 2X? et P;(X) = 1 + 3X — X?
forment une famille liée dans I'espace R[X], car 3P, (X) — P,(X) + 2P;(X) = 0.

Exercice d’application 1.6

Discuter selon les valeurs de a I'indépendance de la famille suivante : {(cll) , (?1-)}

1.1.2.4 Famille génératrice

Définition 1.14 : Soient vy, v5,..., v, des vecteurs de E.

La famille {vy, vy, ..., Uy} est une famille génératrice de I'espace vectoriel E sur K
si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs vy, vy, ..., Up.
Mathématiquement: Vv € E,3 A4, ..., 4, € K: v= v, +-+ 1,0,
On dit aussi que la famille {vy, v,,..., v} engendre I'espace vectoriel E.

Exemple 1.14

La famille {((1)) , ((1)) , (D} est une famille génératrice de R?.

uE]RZ<:>u=(;)(:)(;)=x((1))+y((1))+0(1),Vu€R2

Remarquant que cette famille n’est pas libre mais elle est génératrice.



1.1.2.5 Base d'un espace vectoriel
Définition 1.15 : Soit E un K -espace vectoriel.

Une famille B = (v4,v3,...,Vy,) de vecteurs de E est une base de E si B est une
famille libre et génératrice.
Tout vecteur v € E s’exprime de facon unique comme combinaison linéaire
d’éléments de la base B.

vaE,H! Al,...,ﬁ,pe K:vzllvl +'..+Apvp

Exemple 1.15
LafamilleB=((1 2 1),(2 9 0),(3 3 4))estunebasedeR%.

Exercice d’application 1.7
Prouver que B la famille de 'exemple 2.16 est une base de R3.

1.1.2.6 Dimension d'un espace vectoriel
Définition 1.16 : La dimension d'un espace vectoriel de dimension finie E, notée
dim E, est par définition le nombre d’éléments d'une base de E.

Remarque 1.9

On convient que la dimension de 'espace vectoriel {0} est O.

Exemple 1.16

1) La base canonique de R? est (((1)) , ((1))) La dimension de R? est donc 2.

2) ((i) ) (1)) aussi est une base de R?, et elle est aussi de dimension 2.

Exemple 1.17

Les espaces vectoriels suivants ne sont pas de dimension finie :
o R[X]:l'espace vectoriel de tous les polynémes.
o F(R,R) :I'espace vectoriel des fonctions de R dans R.

1.2 Matrices

Définition 1.17 : Soient m et n deux entiers positifs.
Une matrice est un tableau rectangulaire (tableau a deux dimensions) de nombres
disposés en lignes et en colonnes. Une matrice de m X n éléments, dans lequel m



est le nombre de lignes et n est le nombre de colonnes est notée avec une lettre
comme A, et ses éléments sont dénotésavecq;j ot 1 S i <metl<j<n.

ai1 A Ut A1n
a21 a22 LI ] LI ) azn
aml amz LI ] LI ] amn

Mathématiquement : En mathématiques, nous écrivons A € My, x, (R) ce qui
signifie que A est une matrice de taille m X n avec des éléments dans R.

Exemple 1.18

(5 12 -3 1
M_(s 9 0 -2
On peut écrire aussi M € M4 (Z).

) est une matrice de taille 2 X 4 avec des éléments dans Z.

Exemple 1.19

3 —i 2
A= 6 55 > est une matrice de taille 4 X 3 avec des éléments
14 10 0
9+4+15i 0 5-i
dans C.

On peut écrire aussi A € Myy3(C)

Remarque 1.10
1. Un élément a;; est situé dans la 1™ ligne et la j**"* colonne.
2. A peut étre notée par: A = (a;;).

1.2.1 Opération sur les matrices.

En algébre linéaire, une relation (égalité) et quatre opérations (addition,
soustraction, multiplication par un scalaire et multiplication des matrices) sont
définis pour les matrices.

1.2.1.1 Egalité.
Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices. Deux matrices A et B sont dites
égaux si:

1. A et B sont de la méme taille.

2. aj; = biijUItOUS1 <i<metl S] <n

Exemple 1.20

Les deux matrices suivantes A et B sont égaux.



1 2 5 1 2 5
A={19 -1 0]etB=|9 -1 0
i 3 6 i 3 6

Carils ont la méme taille 3 X 3eta;; = b;j; V1 <1i,j <3.

1.2.1.2 Addition.

Soient A = (a;;) et B = (b;j) deux matrices,avec1 < i <metl <j <n.

A + B est la matrice notée C tel que C = (¢;;) avec ¢;; = a;j + b;j pour tous 1 < i <
metl <j<n.

[’addition est définie si les deux matrices ont le méme nombre de colonnes et le
méme nombre de lignes.

Remarque 1.11
1. L’addition des matrices est commutative, cest-a-dire A + B = B + A.
2. L’addition des matrices est associative, cest-a-dire (A+ B) + C = A+ (B +
C).

Exemple 1.21
a=(l 17 2 6, p5_(18 36 7 10

19533016)
6 5 33 8 20 4 6 29

)donCA+B=C:(26 9 39 37

1.2.1.3 Soustraction.

Soient A = (a;;) et B = (b;j) deux matrices,avec1 <i <metl <j <n.

A — B est la matrice notée C tel que C = (¢;;) avec ¢;; = a;; — b;j pour tous 1 <
I<metl<j<n

La soustraction est définie siles deux matrices ont le méme nombre de colonnes et
le méme nombre de de lignes.

Exemple 1.22

4= e (T 2Yamca-p—c=("* "1

1.2.1.4 Multiplication par un scalaire.

Soient A = (@;;) une matrice de taille m X n et & un scalaire.

Le produit d'un scalaire @ par une matrice A4, est une matrice notée a4, est défini
d'étre la matrice obtenue en multipliant chaque élément de A par «.

aA = (aXaij)pourtousl <i<metl<j<n



Exemple 1.23

. (12 5 2 . . .

Soient 4 = ( 1 17 9) une matrice est @ = 5 un scalaire.
_ 12 5 2\ _(5%x12 5x5 5x2\ (60 25 10
“A_SX(1 17 9)_(5><1 5% 17 5><9)_(5 85 45)

Propriétés 1.1
Soient A et B deux matrices de méme taille, et soient & et # deux scalaires.
1. aA = Aa.
2. a(BA) = (aB)A.
3. (a + B)A = aA + BA.
4. a(A+ B) = aA + aB.

1.2.1.5 Multiplication des matrices.

Soient A = a;; une matrice de taille m X [, et B = by ; une matrice de taille [ X n.
La multiplication entre deux matrices A et B est définie si le nombre de colonnes
de la premiére matrice est le méme que le nombre de lignes de la deuxieme
matrice.

Le produit A X B est une matrice C de taille m X n, ot les éléments de la matrice

C, ¢ij, peuvent étre calculée par la formule suivante :
l

Cij = z ik X by

k=1 c
C 12 C
a1 ay by, biz - - by 11 c in
azi az; x| : . . _ Cy1 22 v e Cop
: ' b. by, - - b ' ' :

Exemple 1.24

Soient A une matrice de taille 1 X 3 et B une matrice de taille 3 X 2.

0 5
A=[1 2 O]etB=(—3 2>doncA><B=[—6 9].
7 10

Exemple 1.25

Soient A une matrice de taille 3 X 5 et B une matrice de taille 5 X 4.



0 2 1 0
1 2 0 0 -1 2 0 2 3 3 -1 5 3
A=<O 1 2 2 1)etB= 1 3 2 2 doncAXB=(7 9 12 12>.
1 -2 01 0O 1 0 3 1 -3 2 0 -5
1 3 0 3

Propriétés 1.2
Soient 4, B et C trois matrices ot la multiplication est possible.
1. (AB)C = A (BC).
2. A(B+C) = AB + AC.
3. (B+C)A = BA + CA.
4. Si A est une matrice carrée de taillen X ndonc A X I, = I,, X A = A.

Remarque 1.13

1. En générale la multiplication des matrices n’est pas commutative AB # BA.

2.51AB=0##A=0vB =0.

Exemple 1.26

Soit A et B deux matrices carrées d’ordre 2.

A=(§ (1))etB=((1) 1)doncA><B=((1) g)maisBXA=(§ (1))

Exemple 1.27

Soit A et B deux matrices carrées d’ordre 2.

A=((1) 8)etB=((2) 8)maisA><B=(8 8)

Exercice d’application 1.8
Calculer le produit matriciel ot il est possible

1 8

(@ 1 ;)x@ @ B0 2 Y e (1 o)

2 3
45 6 3
1 5 10
3 66 21

1.2.2 Quelques matrices particulieres.

1.2.2.1 Matrice carrée.

Définition 1.18 : Soit n un entier positif.

Une matrice carrée est une matrice dans laquelle il y a le méme nombre de lignes
et de colonnesm = n.



aj1 Q12 . Qqn
az1 Az ... Q2

An1 Qpz - QApp

Remarque 1.14

Les éléments aq1, Az3, .-, Apy sont appelés les éléments du diagonal principal.

Exemple 1.28

6 9 -1
A=|25 14 g est une matrice carrée de taille 3 avec des éléments dans R.
5 13 15

1.2.2.2 Matrice nulle.

Définition 1.19 : Soient m et n deux entiers positifs.
Une matrice nulle est une matrice si tous ses éléments sont nuls.

O O cee oo O
A= (:) (:) cee oo (:)
0 O e oo 0

Mathématiquement : Va;; € A,a;; =0avec1<i<metl<j<n

Remarque 1.12

Dans les matrices si A est une matrice nulle on peut écrire directement A = 0.

Exemple 1.29

A= (8 8) est une matrice nulle.

1.2.2.3 Matrice d’identité.
Définition 1.20 : Soit n un entier positif.

Une matrice d'identité, notée souvent par I, est une matrice carrée avec des 1 sur
le diagonal principal et O ailleurs

Mathématiquement : a;; = {



Remarque 1.13

Une matrice d'identité de la taille n X n peut aussi étre notée I,,.

Exemple 1.30

1 0 0
I3 = (O 1 O) est la matrice d'identité de taille 3 X 3.
0 0 1

1.2.2.4 Matrice diagonale
Définition 1.271 : Soit A une matrice de taille n X n.

On dit que A est une matrice diagonale si ses éléments en-dessous et au-dessus de
la diagonale sont nuls.

l¢]=>a11=0

aiq 0 .. 0

) ) ) 0 asy ) :

Une matrice diagonale a la forme suivante: A = | | 0
0 . 0 ayn

Exemple 1.31

U est une matrice diagonale.

2 0 0
U=<0 1 0)
0 0 4

1.2.2.5 Matrice triangulaire supérieure
Définition 1.22 : Soit A une matrice de taille n X n.
On dit que A est triangulaire supérieure si ses éléments en-dessous de la diagonale
sont nuls.
i>j=a; =0
Une matrice triangulaire supérieure a la forme suivante : A =

a1 A1z - Qun
0 ay, ... apy
0 0 .. ayn

Exemple 1.32

U est une matrice triangulaire supérieure.

1 50
U=(0 1 3)
0 0 4



1.2.2.6 Matrice triangulaire inférieure
Définition 1.23 : Soit A une matrice de taille n X n.
On dit que A est triangulaire inférieure si ses éléments au-dessus de la diagonale
sont nuls.
i<j=a; =0
Une matrice triangulaire inferieure a la forme suivante : A =

a1 0 .. 0
az;1 Ay .. 0
An1 Qnz - QApn

Exemple 1.33

L est une matrice triangulaire inferieure.

6 0 0 0
p=| 9 ¥v7 0 0
3+i 4 5 0
6 0 7 1

1.2.2.7 Matrice transposée.
Définition 1.24 : Soit A une matrice de taille m X n.
La matrice transposée ou la transposée de A est la matrice de taille n X m notée

AT obtenue de A en échangeant son lignes par ses colonnes et vice versa.
Avec (ATT = A.

a a cee a
a a, a 11 21 mil
11 in a a .. g
a Ay a, 12 22 m2
21 : : :
A= ) "l AT =
AGm1 Am2 Amn
Ain A2n " Qmn

Exemple 1.34
Soit la matrice A.

gt

1.2.2.8 Matrice symétrique
Définition 1.25 : Soit A une matrice de taille n X n.

A est symétrique si elle est égale a sa transposée; A = AT a., = a; Vi,j=1,..,n

y



Exemple 1.35

Soit la matrice A.

A est symétrique car A = AT

Exercice d’application 1.9

Prouver que pour une matrice B quelconque, les matrices B. BT et BT. B sont
symétriques.

1.2.2.9 Matrice antisymétrique
Définition 1.26 : Soit A une matrice de taille n X n.
A est antisymétrique si AT = —A,

a;j = —aj; Vi,j=1,..,n

Exemple 1.36

Soit la matrice A.

A est antisymétrique car AT = —A.

1.2.3 Trace et déterminant dune matrice.
1.2.3.1 Trace d'une matrice
Définition 1.27 : Soit A une Matrice carrée d’ordre n.
La trace de la matrice A est le nombre obtenu en additionnant les éléments
diagonaux de A.
tr(A) = a1 +a,, + -+ ayy,.

Exemple 1.37

1 6 1
4= 5)=>tr(A)=1+6=7etB= 4 -7 3|=>r(B)=1-7+8=2.
3 6 9 5 8

Propriétés 1.3
Soient A et B deux matrices d’ordre n.
1. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).



2. tr(aA) = a.tr(A) avec a € K.
3. tr(4AT) = tr(4).
4. tr(AB) = tr(BA).

Exercice d'application 1.10
Prouver les propriétés.

1.2.3.2 Le déterminant.
Définition 1.28 : Soit A une Matrice carrée d’ordre n.
Le déterminant d'une matrice carrée A notée comme det(A) est un scalaire calculé
de facon récursive comme ci-dessous :
1. Sin=1,det(4) = aq4.

) a;p Qg ai1 Qg
2.Sn=2,A=( )(z)detA=|
! a1 Ay (4) a1 Ay

3. Sin> 2, det(A) = ?:1(—1)i+j X aij X det (AU) avec1 <i<n

| = Qg1 X Qpp — A1 X Aq3.

. il .
Ot A;; est une matrice obtenue 4 partir de A en supprimant la i* €€ ligne et la

" .,
jt €™€ colonne de A.

Remarque 1.14

Le déterminant est défini uniquement pour les matrices carrées.

Exemple 1.38

Soit A une matrice carrée d’ordre 2.

A=(§ i)(z)det(/l)=|é i —1x4-3x2=4—6=—2.

Exemple 1.39

Soit A une matrice carrée d’ordre 3.

2 5 —4 2 5 -4
A=16 0 1 |16 0 1
9 10 4 9 10 4

. 0 11 _ .16 1 60
=2x| g 4l=5lg W+ ]y L
det(A) =2X(0x4—-10%x1)—-5%x(6X4—-9%x1)+(—4)(6%x10—-9x 0) = —335.

Exercice d’application 1.11
Calculer le déterminant des matrices suivantes ou il est possible.



1 0 O 2 a —4
A=<O 7 O>B=(O 7 1)6
0 0 -3 b 0 ¢

1.2.4 Inverse d'une matrice.
Définition 1.29 : Soit A une Matrice carrée d’ ordre n.

Il

—~

=)
o\ U1
O J
N

o

Il
-~
wWob =
O\DU_I
_ =

ON
o wu
N

L'inverse d'une matrice carrée A est une matrice carrée B telleque AX B =B X A =
L.

L'inverse de A est défini par: A~ = —— x CT.
det (4)

C est appelé cofacteur de A ot € = (—1)"*/M;; avec 1 < i,j < net M;;j estle

déterminant de la matrice de taille (n — 1) X (n — 1) obtenue a partir de A en

i'eme

supprimant la ji'eme ligne et la j colonne de A.

Remarque 1.15
1. L'inverse est défini uniquement pour les matrices carrées.
2. det(A) # 0 & A1 existe.

3. I, est inversible, et son inverse est I, elle-méme.

Propriétés 1.4
1. Si A est inversible, 'inverse est unique.
2. Soit A une matrice inversible, donc A™1 est inversible et (471)71 = A.

Exemple 1.40

Soit la matrice A.

Exercice d’application 1.12
Calculer I'inverse des matrices suivantes s’il existe.

1 2 3 2 4 —4 a b 411_95120(5)
A=456B=071C=( )D=

—a —b O o0 1 1

7 8 9 1.0 7 2 1 4 19

1.2.5 Matrices semblables
Définition 1.30 : Soient A et B deux Matrices carrées de M,, (IK).



On dit que la matrice B est semblable a la matrice A ou A et B sont semblables s'il
existe une matrice inversible P € M, (K) tel que B = P~1AP.

Exemple 1.41
Soient A et B deux matrices de M, (R)..

4=y Des=(lgg _13)

A et B sont deux matrices semblables car il existe une matrice inversible P =

(; (1)) telque B = P1AP

Exercice d’application 1.13
Vérifier que A et B sont semblables

1.2.6 Valeurs et vecteurs propres.

1.2.6.1 Les valeurs et les vecteurs propres.

Définition 1.31 : Soit A € M,,(K).

A est dite valeur propre de la matrice A sil existe un vecteur non nul X € K" tel
que

AX = AX,levecteur X est appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre A.
Mathématiquement.

Avaleur proprede A < 3IX € (K™)": AX = AX.
X vecteur proprede A < ILe€ C: AX = AX.

Exemple 1.42

Soit la matrice 4 = (g {3;)

Vérifier que A = 3 est une valeur propre de A.
On a A valeur proprede A < 3X € (K")*: AX = AX donc (6 3) (x) =1 (x)

5 8/\ y
6x + 3y = 3x 3x+3y=0 _ X )
{5x+8y =3y {5x+5y _o TV Ex=> {(_x)/x € R} est 'ensemble de

solutions.

Donc les solutions sont engendrées par le vecteur ( ) est le vecteur propre

-1
associé a la valeur propre 4 = 3.

Exemple 1.43
Vérifier que X = (1 5/3)% est un vecteur propre de la matrice A.

On a X vecteur proprede A < J1 € C: AX = AX donc (g 55;) (5}3> =1 (5}3).



11
55/3
Donc il existe A = 11 tel que AX = AX, on dit que A = 11 est la valeur propre

AX=( )=>/1=11.

associée au vecteur propre X.

Propriétés 1.5

Soient A4, A5, ..., A, des valeurs propres associées a une matrice donnée A.
1.4+ A4+ .+ 4, =tr(4).
2. 4 X A, X ..X A, =det (A).

1.2.6.2 Polynoéme caractéristique.
Définition 2.32 : Soit A € M,,(K).
Le polynéme p(A1) = det (A — Al) est appelé Le polynéme caractéristique de A.

A est une valeur propre de A = p(1) =0

Exemple 1.44

1 2 3
Soitla matriceA =0 5 6

0 0 9
1-12 2 3
pD) =det(A—AD=| 0 5—-1 6/=91—-2)(5—-21) =912 —541 + 45 estle
0 0 9

polynoéme caractéristique de A.

Propriétés 1.6
SoitA € M, (K).
1. A admet au plus n valeurs propres.
2. Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique de A.

Propriétés 1.7
Soient A,B € M, (K).
Si A et B sont semblable alors ils ont les mémes valeurs propres.

Exemple 1.45
Soient A et B deux matrices de M, (R).
(1 2 _ (15 2
A= Pep=(Cg5 _13)
A et B sont deux matrices semblables qui ont les mémes valeurs propres.



Exercice d’application 1.14
Vérifier les valeurs propres des matrices A et B.

1.2.7 Liens entre applications linéaires et matrices.
1.2.7.1 Application linéaire
Définition 1.33 : Soient E et F deux IK-espaces vectoriels.

Une application f de E dans F est une application linéaire si

1.f(u+v)=fw+ f (), pourtousu,v €E.
2. f (Au) = Af(u), pour toutu € E et tout A € K.

Remarque 1.16
L'ensemble des applications linéaires de E dans F estnoté L (E, F).

1.2.7.1.1 Image d'une application linéaire.

Définition 1.34 : E et F deux KK -espaces vectoriels et f une application de E
dans F.

f (E) s’appelle I'image de l'application linéaire f et est noté Im f.

1.2.7.1.2 Le noyau d'une application linéaire.
Définition 2.35 : E et F deux IK-espaces vectoriels et f une application de E

dans F.
Le noyau de f, noté Ker( f ), est 'ensemble des éléments de E dont I'image est
OF

Ker(f)={x€E: f(x) = 0f}

1.2.7.2 Liens entre applications linéaires et matrices.
Définition 2.36 : Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimension finie p
et n respectivement. Soient B = (ey,...,e,) unebasede E et B' = (f1,..., fn)
une base de F, et soit f : E — F une application linéaire.

fle) flez) - fl&) - flep)

£, /A1 Qi - Qi e Qg
fz a21 azz Ty azj Ty a2p
fn anl anz coe an] cee anp

La matrice de I'application linéaire f par rapport aux bases B et B’ est la matrice
notée Matgp/(f) = (a;;) € My, (K) dont les vecteurs colonnes sont I'image
par f des vecteurs de la base de départ B, exprimée dans la base d’arrivée B’'.



Exemple 1.46
Soit f l'application linéaire définie par
]C . ]R3 N ]RZ
x,y,z)— (x+y—2zx—2y+32)
Soient B = (ey, e, e3) la base canonique de R3 et B’ = ( £, f,) la base canonique
de R?.
On cherche la matrice Matg g/ ( f ).
er=(1 0 0)=f(e)=010 D=fi+fp

e;=0 1 0)=f(ex) =01 -=-2)=f1—2f,

e3=(0 0 1=f(ez3)=(-1 3)=fi+f
Donc Matg 5/ (f) = (1 1 _1).

’ 1 -2 3

Exemple 1.47
Soit f l'application linéaire définie par
f . ]R3 N ]RZ
x,y,z)— (x+y—2z,x—2y+32)

SoiteA = (¢p1, P2, P3)=((1 1 0),(1 0 1),(0 1 1)) unebasedeR3
Soit A" = (04,0,) = ((1 0),(1 1)) une base de R?.
On cherche la matrice Mat 4 4/ ( f ).

=101 1 00=f(Pp;))=2 -1)=30;—0;

¢.=(1 0 1)=f(P2) =(0 4)=—40;+ 40,

¢p3=0 1 1)=f($3)=(0 1)=-0y+0,

3 -4 -1
DOHCMatdqldq’(f)z(_l 4 1)

Remarques 1.17
Soient f,g : E — F deux applications linéaires et soient B une base de E et B’
une base de F.

1. la matrice Matg 5/ ( f ) dépend du choix des bases.

2. Matg g (f +9g) = Matgg(f) + Matzgg (g ).

3. MatB,BI(/lf) = A MatB,Br(f)

Remarques 1.18
Soient f: E — Fetg: F — G deux applications linéaires et soient B une base
de E et B" une base de F et B” unebasede : Matg g (f o g) = Matg g(g) X

MatB,Br(f ).



Exercice d’application 1.15
Soit la fonction f
]C . ]RB N ]RB
(x,y,z) — (2x —4z,3y,5x + y + 2)

1. Trouver une autre base de R3 différente de la base canonique.
2. Trouver la matrice associé A cette fonction dans cette base.

1.3 Normes et produit scalaire.
1.3.1 Normes vectoriels.
Définition 1.37 : Soit V un espace vectoriel sur le corps K des scalaires.

Une norme sur V est une application ||. ||: V' — R qui vérifie les propriétés
suivantes :

Dv|=0=v=0,et||v|]| =0,VVvEV.

2) llav|] = |al. ||v|| pour tout @ € Ketv € V.

N Nlu+v| <|ul|+||v[|Vu vev.

Remarques 1.19

Une norme dans un espace vectoriel joue le méme réle de la valeur absolue.

1.3.1.1 Les p-normes
Définition 1.38 : Soit V un espace vectoriel sur le corps K des scalaires.
Soientp > 0etv € V.

1
La p-norme de v est définie par : [[v||, = (|[v1|P + |v,]P + - |vy|P)P =
1

XizqlvilP)p
Exemple 1.48

1
Sionprend p = 1 on trouve que ||[v]l; = (Jv1|* + vt + - |1, [T = X4 |vl.

1.3.1.2 Lesnormes 1, 2 et oo

Soit V un espace de dimension finie.
Les trois normes suivantes sont les plus couramment utilisées en pratique.

Ivlly = Xizqlvil.

1
Ivllz = Eizqlvil®)z.

vl = maxlv,|.



Exemple 1.49
Siv=(3 4-3i 1alors||vlly =9et|lv]l, =V35et|vllw =5

Exercice d’application 1.16
Prouver que les trois applications données sont des normes.

Exercice d’application 1.17

Calculer les normes 1, 2 et o pour les vecteursu = (1  —5i 10)etv =
(7 3i)

1.3.2 Normes de matrices.
Définition 1.39 : Une norme matricielle est une application de C™" dans R qui
vérifie les propriétés suivantes :

DINAl=0=>A=0,et||A|| =0,VVvEV.

2) [laAll = |a]. ||vA]| pour tout @ € Ket v € C™™.

3) |[A+ B < ||All + |IB]| vV A, B € C"™".

4) ||AB]| < [|All. [|B]| ot il est possible.

1.3.2.1 Les p-normes
Définition 1.40 : Soientp > 0 et A € C™™,
La p-norme de A

|Ax|l,
= max ||Ax|[,
Ixl, =1

Cette norme est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (a
la norme vectorielle donnée).

lAll, = sup

1.3.2.2 Lesnormes 1, 2 et oo

Les trois normes matricielles les plus utilisées sont :
IAll; = m]aXZilaijl-

”AHZ = \/Amax(ATA)-
Al = ml_aXZj|aij|-

Exemple 1.50
1

.. 1(3 -1 _ 1,8 4 _ 4
sid=2(1 g)alors Al = 5+ Zetlldll, =2 = et 4]l = 3



1.3.2.3 La norme matricielle de Frobenius
Définition 1.41 : A € C".

La norme matricielle de Frobenius est définie par ||A||z = /tr (AT A).

Exemple 1.51

.1 (3 -1 .
SIA_\/E(O \/§)alors IAllF = V6

1.3.3 Produit scalaire
Définition 1.42 : Un produit scalaire sur un espace vectoriel V est une

application qui associer & chaque paire de vecteurs X, y un nombre avec :
1) (x|x) =0et{x|x) =0 & x =0.
2) (x|ay) = a{x|y) Va € K.
3) (xly + z) = (x|y) + (x]z).
4 {xly) = (ylx).

Exemple 1.52
L’application suivante définie un produit scalaire : (4|B) = tr(ATB).

Exercice d’application 1.18
Prouver que (A|B) = tr (AT B) est un produit scalaire.

Remarques 1.20

Si V est un espace vectoriel muni d'un produit scalaire {x|y), alors ||x]|| = /{x|x)
est une norme sur l'espace V.
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