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Chapitre 2

Méthodes directes de résolution des systémes linéaires.

2.1 Introduction.

2.1.1 Systéme Linéaire.

Définition 2.1 : On appelle systéme linéaire d’ordre n, (n € N), une expression
de la forme : Ax = b.

Ici A est une matrice carrée d’ordre n, c’est-a-dire de n X n éléments réels ou
complexes noté a;j avec 1 < i,j < n.

b est un vecteur colonne réel ou complexe de n éléments noté b; avec 1 < i < n,
et x aussi est un vecteur colonne de n inconnus du systéme, noté x; avec 1 < i <
n.

Le systéme Ax = b peut étre représenté par les notations matricielles.

;. Az - Qi /X1 b,
a1 Qzz ... Qyn X2 b
Ax = b @ . K . . . = .2
An1 Apy - Qpn Xn b,

Le méme systéme peut étre écrit explicitement sous la forme d'un systéme de n

équations a n inconnus Xq, Xy, ... , Xp.
a11x1 + alzxz R alnxn == bl
a21x1 + azzxz R aann == b2

An1X1 + ApaXy + -+ AppXxy = by
Ou sous la forme suivante : Z}l=1 a;;jxj = b; aveci =1..n.

Exemple 2.1

Le systéme suivant est un systéme linéaire d ordre 4.



1 -3 0 4i X1 15 1x1 — 3X2 + (41).764 =15
Ax = b & v5 0 16 1 X2\ _[1-3i {\/Ex1+16x3+1x4=1—3i

e =8 7 0 J\*s 0 (e)x; —8x, +7x, =0

1 6 m 4/ V4 6 1x; + 6x; + x5 + 4x, = 6

Remarque 2.1
1. AestnotéeaussiA = (a;),1 < i,j <n.
2. bestnotéeaussib = (b;),1 <i <n.
3. x estnotée aussix = (x;),1 <i < n.

2.1.2 Systemes particuliers.
2.1.2.1 Systéme diagonal.
Définition 2.2 : On dira qu'un systéme linéaire est diagonal si est seulement si la

matrice A est diagonaleie. A = (a;))1<;jen OUQ;; =0sii#jeta; #0Vi=1..n

a1 0 0 X1 bl a;1X1 = bl
. x o b
Ax=b & 0 @22 0 0 2= b:Z o { G22%2 b, o x = —,i
: - : ii
0 0 apn/ \Xn by, AnnXn = by
=1,n

Coftt : n divisions.

Exemple 2.2

Le systéme suivant est un systéme diagonal d ordre 4.

1 0 0 0\ /X 7 1x; =

_ 0 5 0 0\[x2)_|[3 5%, =
Ax=b=19 0 7 oflxz|T\0)®V7x, =0
0 0 0 4/ \x4 8 4x, =8

2.1.2.2 Systéme triangulaire supérieur.
Définition 2.3 : On dira qu'un systéme linéaire est triangulaire supérieur si est

seulement si la matrice A est triangulaire supérieure i.e. A = (@;;)1<i j<n OU Q;j =

Osii>jeta; #0Vi=1n.

i1 Q2 - Qip\ /X b, 11X + Q2% + -+ Xy = by
a a2 xz b cee —
Ax=b & | . 2T = e AgpXy + -+ GonXn = by
0 0 - Qun/ \Xn b, AnnXn = by
. nn-1) . ) :n(n—-1) ST C .
Cotit ; additions (ou soustractions), multiplications et n divisions.

Exemple 2.3



Le systéme suivant est un systéme triangulaire supérieur d ordre 4.

1 3 15 3\ /X 4 1%, + 3%, + 15x; + 3x, = 4
_ 0 5 8 1}\(x 11 5x, +8x3 +1x, = 11
Ax=be=lg o 7 6fla|=(1 ] Txs + 6%, = 1
00 0 4/ \x 8 4x, = 8

2.1.2.3 Systéme triangulaire inférieur.

Définition 2.4 : On dira qu'un systéme linéaire est triangulaire inférieur si est
seulement si la matrice A est triangulaire inférieurei.e. A = (a;;)1< j<n OU a;; = 0 si
i<jetdeplusa; #0Vi=1,n.

a11 0 O xl bl allxl = bl
Ax — b JEN a.21 a?Z . Q 'X:Z — b-Z = alel + a.zzxz = bz
anl anz ann xn bn an1x1 + anzxz + -+ annxn - le
n(n-1 L. . :n(n—1 e L
Cotit ; (n-1) additions (ou soustractions), % multiplications et n divisions.
Exemple 2.4
Le systéme suivant est un systéme linéaire d ordre 4.
1 0 0 0\ /% 15 1x, =15
6 1 0 0)[x2 1 6x; +1x; =1
= Lo = L
Ax=b=ls g 7 of|x 0 Sx, — 8%, + 7x5 = 0
1 6 3 4/ X4 6 1x; + 6x5 +3x3 +4x, =6

2.1.3 Résolution des systemes linéaires.
2.1.3.1 Méthode de Cramer.

La méthode de Cramer consiste a résoudre le systéme linéaire Ax = b par la

formule suivante : x; = detAi/ detA

Ot A; est une matrice obtenue 4 partir de A en remplacant la i'®™® colonne de A
par le vecteur b.

Cependant l'application de cette formule est inacceptable pour la résolution
pratique des systémes, car son colt (ou nombre d'opérations) est en 0((n + 1)!)
par exemple pour un systéme linéaire d'ordren = 25 la complexité est de I'ordre
de 4 X 1026 opérations, sur un ordinateur effectuant 10° opérations par seconde
il faudrait au moins 101° années (dix milliards d’années) pour résoudre ce systéme
linéaire.

Remarque 2.2

Théoriquement, la solution d'un systéme linéaire Ax = b existe si A est
inversible.



Exemple 2.5
. e 5 1\ X1\ _ [ 4
Soit le systeme linéaire suivant : Ax = b & (3 0) (xz) = (_1).
Résoudre ce systéme on utilisant la méthode de Cramer.
_(4 1 _(5 4
1. OnaA; = (_1 0) et A, = (3 _1)
2. On va calculer le déterminant de A et les déterminant de A, et A,

5 1 14 1 5 4 _
detA=3 - 3:tdet1,41_ S 0|_1detjet,421_|3 1_1|_ 17
t t —-17 7
3. Onadoncx; = ° 1=—=——etxZ= °tf2 _ =L
detA -3 3 det A -3 3

Exercice d’application 2.1
En utilisant la méthode de Cramer, trouve la solution des systémes suivants :

(5 % 3)6)-()=6 DE-0(s ¢ )

2.1.3.2 Résolution des systemes triangulaires.
2.1.3.2.1 Résolution des systemes triangulaires inférieurs.
Soient le systeme triangulaire inférieur suivant :
a11X1 = by
Az1X1 + Q2% = by

Ax =b &
Donc le systéme Ax = b se résout par la méthode descendante, c'est-a-dire on
trouve d'abord xq puis X5, ..., puis X,,; d'ou les relations :

( b1
x1 -
a11
) i-1
1 .
xi=—\|bi— ) ajx; [,i=2,..,n
a..
\ N j=1

2.1.3.2.1 Résolution des systémes triangulaires supérieurs.
Soient le systéme triangulaire supérieur suivant :
a'11x'1+a' X'y + et ax', =b"
Ax' = b e A'g2x'y + o+ A X'y =Dy

! !
aTlTlel_bn



Donc le systéme Ax = b se résout par la méthode ascendante, c'est-a-dire on
trouve d'abord x',, puis x';,_1, ..., puis x'1; d'ou les relations :

( . b,
x' . =
" a,nn
i-n
) 1 1 I} I I .
xl-—a,” bi_ aijxj ,l—n—].,...,].
. j=it+1
Exemple 2.6.
2 5 3\ /%1 49
Résoudre le systéme linéaire suivant (0 4 2) <x2> = (30)
0 0 7/ \Xx3 21
Ce systéme est un systéme triangulaire supérieur, donc on va commencer par le
21
calcul de x5 = — = 3.
Ensuite on va passer pour calculer x, et x4
1 1
X = (30— (2%x3))=6etx; = _(49-(5x6+3x3)) =5
Exemple 2.7.
3 0 0\/* 99
Résoudre le systeme linéaire suivant {2 10 0 || X2 | = 136
1 2 3/ \X3 140

Ce systéme est un systéme triangulaire inférieur, donc on va commencer par le
99
calcul de x; = 5 = 33.

Ensuite on va passer pour calculer x, et x3
= (136 — (2x33)) =7 et x5 = §(140—(1x33+2><7)) =31

X, = =
Remarque 2.3.
Soit Ax = b un systéme linéaire d'ordre n.
Pour un tel systéme linéaire, il y'a exactement trois possibilité pour 'ensemble des
solutions
e Solution unique : Il y a une seule solution qui satisfasse toutes les équations
simultanément.
e Pasde solution : Il n'existe aucune solution qui satisfasse toutes les
équations simultanément.
e Une infinité des solutions : Il y a infiniment beaucoup de différents
ensembles de valeurs qui satisfont toutes les équations simultanément.



2.2 Méthodes directes de résolution des systémes linéaires.
Comme on a vu dans la section précédente, la résolution des systéemes
linéaires n’est pas toujours facile ou raisonnable, car la résolution peut-étre trés
couteuse. Par contre, les systémes triangulaires supérieurs ou inférieurs sont
faciles @ manipuler et a résoudre, mais les systémes linéaires se présentent souvent
sous une forme aléatoire que sous la forme des systémes triangulaires supérieurs
ou inférieurs.
I1 faut donc développer des algorithmes alternatifs avec un cotit raisonnable.
Ce probléme est un des plus importants de 'analyse numérique.
Ces méthodes se divisent en deux catégories :
o Méthodes directes : Ce sont des méthodes qui permettent d'obtenir la
solution x en un nombre fini (en relation avec n) d'opérations élémentaires.
o Méthodes itératives : Ce sont des méthodes qui consistent a construire une
suite de vecteurs x(n) convergeant vers la solution x.

2.2.1 Méthode d'élimination de Gauss.

Comme on a vu, les systémes triangulaires sont faciles et économiques a
résoudre, donc l'objectif est de transformer tout systéeme linéaire en systéme
triangulaire équivalent. Parmi les algorithmes de transformation, I'élimination de
Gauss qui a été proposée par le prince des mathématiciens Carl Friedrich Gauss
reste encore actuellement la plus utilisée pour résoudre les systémes linéaires.

2.2.1.1 Principe de la méthode

Le principe de la méthode est de transformer le systéme a un systéme
triangulaire supérieur équivalent par la multiplication des deux c6tés du systéme
original par une matrice M inversible telle que la matrice MA soit triangulaire
supérieure.

Ax = b & (MA)x = Mb
Ensuite résoudre le systéme triangulaire supérieur (MA)x = Mb par l'algorithme
de remontée.

Remarque 2.4

1. Deux systémes sont équivalents s'ils ont le méme ensemble des solutions.

2. En pratique on calcule la matrice M d'une fagon implicite par des
transformations équivalentes on rameéne le systéme de départ en un systéme a

matrice triangulaire supérieure.
transformaton

(4,b) > (AM, p™)




Ou A™ est une matrice triangulaire supérieure, puis on résout le systéme

triangulaire supérieur A™Mx = p,

2.2.1.2 Algorithme d’élimination
Onpose A = A et b = p.

(1) €Y) €] (€Y)
Ay A A1n by \‘
(€] €Y) €] (€Y)
(A0 p®) = az1 G2 Azn b,
'1) .1 '1 :1
aw(u aT(”LZ) av(m) b1(1 )
o Alali'ere étape
Si agll) # 0 on fait les affectations suivantes :
2) €Y
Ly « Lj
o
LEZ) — Lgl) — ailL(ll) oua;; = ‘(11)
aqq

Ou Lgk) estla it eme ligne de (A(k), b(k)) ,
Donc on obtient :

1<i<netk<n.

2 2

( Y 1<i<n
@ (@2 ) L@ Gy = hye ==
Q11 Ay Q1in 1 @ _ @
) ) 2 by by
@: p@y~| 0 ax Ay b, ) .
(A@: p@) = ; : ; . | e a;’ =02<i<m
' . . . 2 1 1 . .
0 @ o p® a? =a —ayall,2 <ij<n;
U 6@ =b® — ;b2 <i <.

Ala ki'eme étape

Si a,(!;) # 0 on fait les affectations suivantes :
Y« 19 1<i<k
(k)
L(ikﬂ) « Lgk) - aikLgck) ou aj, = ﬁ Jk+1<i< n
Kk

Ou Lgk) estla (¢™@ ligne de (A®, p(®)) 1
Donc on obtient :

<i<netk <n.

(k) (k) (k) (k) (k)
/ Ay Q2 A1k A1n by \
(k) (k) (k) (k)
0 ay Az Aon b,
0 : : :
(4D ; pler1)) = ; 2 NONEEING
(k+1) k+1 k+1
: E 0 et 1,k+1 l((+1,1)1 b,((_:i )
: : (Je+1) K1 k41 /
\ 0 0 0  apked 1(111 ) br(l )



k+1 k
b£2) _ bfl);

Qui est équivalent a:A al.(]’.‘“) =0,1<j<kk+1<i<mn

{ag.(+1) = ag() alkak] ,k +1<i,j<mn

k+1 Kk Kk .
p* = p® b k+1<i<n
Cott : le cott total de la méthode de Gauss (élimination et résolution d'un systéme

. . 2 1 7 2
triangulaire) est§n3 + Enz —on+ n? = 0(§n3).

Exemple 2.8.
Soit le systéeme linéaire suivant
2%+ %, +x3=1 2 1 1\ /*1 1
{6x1+2x2+x3 =-1 @( 6 2 1)(962): (—1)(:)Ax=b
—2x1 +2x; +1x3 =7
D'ou
2 1 1 : 1

(AW : pV) & ( 6 2 1 i 1)
2 :

e On calcule (A(Z) b(z))
€Y)
On a L(1 ) L(ll) et LEZ) — Lgl) — ailL(ll) ou; = a(l) d’ol apreés cette étape :

11
2 1 1 i 1
(4@ 1 p@) = ( : )

(1)
1) L(Z) — L(l) — a'21L(1) ouay,; = ﬁ =2 = 3 on trouve:
11

a? =aY -3xa¥ =6-32)=0 agzg al) —3xaV =2-31)=-
ad =all) —3x a(l) =1-3(1) = a® =al) -3 x a(1> —3(1) = —
2 1 1 : 1
Alors apres cette étape (A(z) b(z)) -1 -2 : —4
2) L(Z) — Lgl) - 0(31[,(11) Ol\.l a31 == p = -1
11
a =0V +1xaV=-2+12)=0 @ =aY +1xa¥ =2+1(1) =3

ad =1 +1xa)=1+101)=2 a?=a) +1xa) =7+11) =8



2 1 1 ¢ 1
Ala fin de cette étape on trouve que (A(z) : b(z)) = (0 -1 -2 —4)
0 3 :

e On calcule (A(S) : b(3)) on utilisant (A(z) : b(z))
(2)
Ona LE3) — LEZ) — aizL(Zz) oua; = %
a
a(l) 22

1) ng) «— LgZ) - a32L(22) Ol\l 0(31 - ﬁ = -3
22
a$) = ay) —3xay; =3-3(1) =0 0@ =0 —3%xa? =2-3(-2) = —4
al) =0 —3xa?) =8-3(—4) = -4
2 1 1 : 1
Ala fin on trouve (A(3) : b(3)) = (O -1 -2 : —4)
O 0 -4 : —4

Donc notre systéme diagonalisé sera

2 1 1 X1 1
0 0 -4/ \x3 —4

Z=1
—4

Ensuite on va passer pour calculer x, et x4

x; = —1(—4—(-2x1)) =2etx; = -(1-(Ax2+1x1) =-1

On va commencer par le calcul de x5 =

Exercice d’application 2.2
Résoudre ces systemes linéaires en utilisant la méthode d’élimination de Gauss.

4x1 + 8x2 + 12x3 =4 3X1 + 3x3 - 8 2x1 - 5x2 + x3 = _6
3x; +8x, +13x3 =5 4x, +4x3 =5 —1x; +3x;, —1x3 =3
le + 9x2 + 18x3 =11 9x1 - 6X2 - 8X3 =1 3x1 - 4x2 + 2x3 == 10

Remarque 2.5

Les éléments de la diagonale de la matrice A sont appelés les pivots de Gauss ou
simplement les pivots.

2.2.1.3 Elimination avec changement de pivot.

Parfois, quand on veut résoudre un systéme linéaire en utilisant la méthode
d’élimination de Gauss, on tombe dans un cas ou I'un des pivots est nul, dans ce
cas on ne peut pas appliquer l'algorithme d’élimination, et pour résoudre ce
probléme il faut appliquer ce qu'on appelle un changement de pivot (pivotage).



. . . ST | . k
Au cours de la triangularisation, sil'on trouve que I'un des pivots a,((k) =0 on

permute la ligne du pivot avec une ligne supérieure L,k + 1 < p < ndont

(k)
pk
pivots trop petits car les erreurs d'arrondi peuvent donner des solutions fausses.

Un moyen de contourner le probléme d'un pivot nul ou presque est d'utiliser la
technique de pivotage.
Il existe deux stratégies de pivotage :

1, 7/ i’ . K
I'élément de la k' ¢™€ colonne a;,’ est non nul, mais Il ne faut pas utiliser des

e Pivotage Partiel
Ala kt'eme étape (1 < k < n — 1) d'élimination de Gauss le pivot partiel est

. . .. k .
choisi parmi les coefficients (agk)) k<i<n tel que sa valeur absolue soit la plus

ki'eme etla ligne du pivot

grande, on permute ensuite si (I # k) la ligne
choisi.
e DPivotage total

Ala kt'eme étape (1 < k < n — 1) d'élimination de Gauss le pivot total est
()
ij

plus grande, puis on fait les permutations des lignes et des colonnes
correspondantes. Cette technique n'est utilisée que dans de rares cas

choisi parmi les coefficients (a ) k<i,j<n tel que sa valeur absolue soit la

pratiques.

Remarque 2.6
1. A chaque permutation de colonnes les inconnues changent de places.
2. La méthode de Gauss sans permutation de lignes s'appelle "Gauss ordinaire”.

Exemple 2.9

Soit le systeme suivant :
X, +3x3 =1 0 1 3\ /%1 1
5x1+2x,+3x3=4< |5 2 3||X2]|=|l4|=A4x=0bD
6x; +8x, + 1x3 =3 6 8 1/ \X3 3
On a aq; = 0, donc on doit faire une permutation avec la troisiéme ligne car 6 >

5 (pivotage partiel)
D'ou

6 8 1\ /%1 3 6 8 1 : 3
Ax=b<=><5 2 3><xz>=<4>=>(,4(1>5b<1>)<=><5 2 3 4)
0 1 3/\x3 1 01 3 : 1

e On calcule (A(Z) : b(z))



(1)
On a L(12) « L(ll) et L(iz) — Lgl) — ailL(ll) ouq; = aﬁ) d’ol1 aprés cette étape :
a11

6 8 1 ¢ 3
(A(Z) : b(Z)) = ( : )

2 1 1) a 5
1)L(2)<—L(2)—a21L(1)0ua21=a£=g

@ _ @ _5., @ _

Ayy =0pp —¢ Xaq 5_2(6):0 a§22)=a§12)—§><a§?=2—§(8)=%

@ ixa -3 fw-2 @ -dExaos-i@-t
6 8 1 3

Alors apres cette étape (A® : p@) =10 _TM 1—63 %

)
2 1 \ a
2)L(3) <—L(3)—CZ31L(11) Oua31 =ﬁ= 0
11
o) =ai) +0xay =0+02)=0 a@=aY +oxa¥=1+01) =1
aly =afy +0xafy =3+0(1) =3 a?=al +oxa¥=1+01) =1
6 8 1 3
Ala fin de cette étape on trouve que (A(Z) : b(z)) =10 _TH % %
0 1 3 1

e On calcule (A(3) : b(3)) on utilisant (A(Z) : b(z))

@
Ona LES) — LEZ) — aizL(zz) ol a;; = ag) :
: 3‘22
1
3 2 2 < a -3
1)L(3) (_L(3)_a32L(2)0ua31 :—?12) ZE

3) _ (2 3 2 _ 3 14\ _
A3y = A3y =7, X qx = 1+§(T) =
3) _ (2 3 2 _ 3 (13\ _ 97
A3z = A3z — 7, X Q3 = 3+§(?) =8
3) _ (2 3 2 _ 3 (3\ _ 37
o) =a) — 5 x e =1+ 5() =5
6 8 1 3
o T4 1 i3
A la fin on trouve (A(3) : b(3)) = 3 6 2
0 0 = i =
28 28

Donc notre systéme diagonalisé sera



6 8 1 3

, ~i4 13 3
A®x = p® & 3 6 <x2> = 2
97
28 28
37 28 _ 37

On va commencer par le calcul de x3 = = X — = —,
28 97 97

Ensuite on va passer pour calculer x, et x3
3 (3 (13 _ 37 ~14 1 ~14 37 61
v (i (B D)) = Rer, = 13- (ox w1 x D)) = 2
14 \2 6 97 97 6 97 97 97

Exercice d’application 2.3

Résoudre les systémes suivants en utilisant la méthode de Gauss.
—5x, + 2x; = 14 2x1 — 5x5 + x3 = —6 1x, +4x3 =3
{9x1 + 7xy, + 1x3 = 25 {—1x1 + 3x, —1x3 =3 {—1x1 —1x; =13
O9x; +2x, —1x3 =1 3x1 —4x, + 2x3 =10 9%, —3x, =1

Remarque 2.7

Soit A une m X n matrice dont le nombre de lignes m est plus grand que le
nombre de colonnes n, et b un vecteur de m ligne.
Le systéeme Ax = b est dit systeme surdéterminé (plus d’équations que

d'inconnues) et dans bien des cas il n'a pas de solution qui satisfait les m
équations.

2.2.2 La factorisation LU.
2.2.2.1 Principe de la méthode.

1. Décomposition de la matrice A de facon a la mettre sous la forme A =

L X U ou L est une matrice triangulaire inférieure unitaire et U est une
matrice triangulaire supérieure.
Ly=b

2. Résolution : Le systéme Ax = b devient:Ax = b= LUx=bh & {Ux =y

v P Ar — Ly =b
Onpose Ux = ydoudx = b & {Ux —y
Donc la résolution du systéme Ax = b revient a la résolution de deux

systémes triangulaires.

Définition 2.5 : Ayest la sous-matrice principale d'ordre k de A si Ay estla k X k
matrice de coefficients a;;,1 < i,j < ket1 <k <n.

Exemple 2.10



1 5 2
Soit la matrice suivante : 4 = (5 10 -9 ) les sous-matrices principales de A

6 4 0
sont :

s 1 5 2
A1=(1)etA2=(5 1O)etA3=A= 5 10 -9 |.
6 4 0

Théoreme 2.1 : Si toutes les sous-matrices principales Ay de A sont inversible,
alors les pivots obtenus successivement dans I'élimination de Gauss sont tous non
nuls, d’'ot1 il existe une décomposition unique A = LU.

D'ou L est une matrice triangulaire inférieure avec des valeurs 1 dans sa diagonale,
et U est une matrice triangulaire supérieure, de plus U est celle obtenue par
l'algorithme d’élimination de Gauss.

2.2.2.2 Algorithme de la méthode

Soit A une matrice carrée d'ordre n, on écrit 'égalité A = LU

a1 o Gy o Qg 1 0 - .. 0 Uy, Uy -+ o Upy
: : : Ly 1 -~ 0 0 Uy - v Uy
a1 oo aij oo Ain — l31 1 -, . .

' 1 0 0
Apy = Gnj  * Qpp Ly v e ln,n—l 1 0 e 00 Uy

La détermination des éléments de L et U cherchés se fait suivant l'algorithme
général :

( lii=1,1SiSn;
Uj=ay;,1<j<mn;
iy )
lll=—,2SlSn;
aiq
< ( m-—1
umjzamj—zlmk.ukj,mSanetZSmSn
{ k=1
(@im — 2051 Lik - Ugern) .
lim = L ! T m+1<i<net2<m<n
L\ Umm

2
Cotit : le cotit total de la méthode est O (§n3) = cotit de Gauss.

Supposons qu'on veut résoudre le systéeme Ax = b. Décomposons A sous forme
LU, alors Ax = b devient (LU)x = b ouencore L(Ux) = b.Posonsy = Ukx,
on cherche alors y tel que Ly = b est un systéme triangulaire inférieur qu'on
résout par la méthode descendante. y étant trouvé, on cherche x tel que Ux = y
est un systéme triangulaire supérieur qu'on résout par la méthode ascendante.



Exemple 2.11

2 =5 1 X1 12
Soit le systéme linéaire suivant: Ax = b & (—1 3 —1) (xz) = (—8)

3 —4 2 X3 16

2 =5 1
On veut transformer A = (—1 3 —1) AaA=LU =

-4 2
1 0 0\ /U1 Uiz Up
<121 1 0)( 0 uy u23>
l31 13z 1 0 0 uss

1 0 0\/2 -5 1
D’abord, onau;; = a4;,1 <j <n;doncA = (121 1 O) (O Uy u23>

3 I3z 1/\0 0 us3
[ . .. . -1 3 ., .
et lj; = f2<i<nce qui implique que l,; = = etly, =2 =2dou:
aiq " 0 811 2 aq

2 =5 1 2 -5 1

1 0
A= <_1 3 ) = <0 Uzz u23)

3 -4 2 3 0 0 us;

- l32 1

Maintenant on va passer pour le calcul des Uy,
onaly = Amj — Nhet bmk - Uk, M < j<netm=2

_ m—1 _ 2-1 _ _
Uzp = Qmj — Ykt lmk cUgj = Az — Yihoilok Upz = A0 — [ U, =3+
1 1
=X (=5) ==
2 (=5) 2 )
— -1 _ 1 — _ _ -
Uz3z = Ay — Yke1 bk ‘Ugj = dz3 — D=1 lok - Upz = — 3 =—1 +5 X (1) = =

Ny

_ 2 -5 1

A= -1 3 -1\ = 2 0 E 7
_ 3

3 —4 2 Y AU

Enfin on va calculer I3, et U33

_ (@im =Yk lik:Uiem)

lim m+l1<i<net2<m<n
Umm
- 3
Ly, = (aim=3keq Lik-tiem) _ (aso—lziugp) _ (_4_?(_5) — 2 x (_4 _ % X _5) =7
2

f \ Umm Uz

I m



1 0 0

_ 2 -5 1

A=1-1 3 —11]= 2 0 — -
3 _4 3 2 2

5 7 1 0 0 |us;

On adonc Uy, = apyj — Z’,?:_ll bk - Uugpm<j<netm=3

3
Us3 = Q33 — D=1 L3k - Uks = — (l31: U1z + I35, up3) = 2 = (5 x (1) +
-1
La décomposition de A est :
1 0 O 5 £ 1
2. 51 L1 1 -1
A= (—1 3 —1> =LU = 2 0 E 7
— 3

3 42 5 7 1/ N0 O 4

Le systeme Ax = b & LUx = b avecUx = y.
o i'ere étape

Résoudre le systeme Ly = b.
1 0

-1 1 8 V1 12
3 7 1/ \y3 16
2

On a ce systéme est un systéme triangulaire inférieur, donc on va
commencer par le calcul de x; = 12.
Ensuite on va passer pour calculer x, et x3

X, = 1(—8—(—%x12))=—2etx3= 1(16—(§x12+

7 X —2)) =12
pi'eme étape

Résoudre le systeme Ux = y.

2 =5 1\ /x 12
1 -1
0 0 4 X3 12

On a ce systéme est un systéme triangulaire supérieur, donc on va
12
commencer par le calcul de x5 = i 3.

Ensuite on va passer pour calculer x, et x4



X, = 2(—2—(—%X3))=—1etx1= ~(12-(-5x-1+1x3)) =
2.

Exercice d’application 2.3
Résoudre les systémes suivants en utilisant la factorisation LU.
2x1 + 2x, + 2x3 = 10 1xq + 2xy —3x3 =4
{ 4x1 + 7xy + 7x3 = 25 {4)61 + 8x, + 12x3 = —8
6x; + 18x, + 22x3 = 40 2x1 —3xy +2x3 =1

Remarque 2.8

Supposons que la matrice A soit inversible, mais qu’au cours de la décomposition
LU, I'un des pivots soit nul. Il convient dans ce cas d’échanger la ligne du pivot nul
avec une autre ligne afin d’'obtenir un pivot non nul, mais dans ce cas la
décomposition LU sera une décomposition de la matrice A dans laquelle nous
avons permuté des lignes.
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